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  :التمرٌن الأول 

 

,𝐷 0,1  و   𝐶 2,−1,0:  لدٌنا  −1 .   

,𝑂𝐶       2:  إذن     . 𝑂𝐷        0,1,−1  و   1,0−

,𝑀 𝑥لتكن  𝑦, 𝑧  نقطة من المستوى  𝑂𝐶𝐷 .  
∧      𝑂𝐶نعلم أن المتجهة   𝑂𝐷        منظمٌة على المستوى   𝑂𝐶𝐷 .  

∧      𝑂𝐶 و        𝑂𝑀المتجهتان : إذن  𝑂𝐷        متعامدتان . 

∙       𝑂𝑀:  و منه   𝑂𝐶      ∧ 𝑂𝐷        =  :        ٌعنً 0
𝑥
𝑦
𝑧
 ∙  

1
2
2
 = 0  

𝑥:     أي  + 2𝑦 + 2𝑧 = 0 

  . 𝑂𝐶𝐷 و هذه الكتابة الأخٌرة عبارة عن معادلة دٌكارتٌة للمستوى 

,𝑀 𝑥 هً مجموعة النقط   𝒮 : لدٌنا حسب المعطٌات  𝑦, 𝑧  التً تحقق    :

𝑀𝐴       ∙ 𝑀𝐵       = 0.   

        𝑀𝐴:   لدٌنا 
−2 − 𝑥
2 − 𝑦
8 − 𝑧

        𝑀𝐵    و     
6 − 𝑥
6 − 𝑦
−𝑧

    

 :     إذن 
−2 − 𝑥
2 − 𝑦
8 − 𝑧

 ∙  
6 − 𝑥
6 − 𝑦
−𝑧

 = 0    

2− :  و منه  − 𝑥  6 − 𝑥 +  2 − 𝑦  6 − 𝑦 − 𝑧 8 − 𝑧 = 0 

𝑥2 :   ٌعنً  − 4𝑥 − 12 +  𝑦2 − 8𝑦 + 12 +  𝑧2 − 8𝑧 = 0 

𝑥2 :    ٌعنً  − 4𝑥 +  𝑦2 − 8𝑦 +  𝑧2 − 8𝑧 = 0  

𝑥 :     ٌعنً  − 2 2 +  𝑦 − 4 2 +  𝑧 − 4 2 = 62 

  .6  و شعاعها  Ω 2,4,4 هً الفلكة التً مركزها   𝒮 إذن 

 :    لدٌنا 
Ω 2,4,4                              
 𝑂𝐶𝐷 ∶ 𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 0

  

,𝑑 Ω ٌساوي    𝒮 بما أن شعاع الفلكة   𝑂𝐶𝐷  = 6.   

  . 𝒮   مماس للفلكة  𝑂𝐶𝐷 فإن المستوى  

;𝑂𝐴       −2:  إذن  2; ;𝑂𝐵       6  و   8 6; 0    

∙      𝑂𝐴:    و منه  𝑂𝐵      =  
−2
2
8
 ∙  

6
6
0
 = −12 + 12 + 0 = 0  

∙      𝑂𝐴:     إذن  𝑂𝐵      = 0 
∙       𝑀𝐴 التً تحقق  𝑀 هً مجموعة النقط  𝒮 و نعلم أن  𝑀𝐵       = 0.   

∙      𝑂𝐴  لأن             إذن   𝑂𝐵      =    . 𝑂 𝜖  𝑂𝐷𝐶:  و لدٌنا كذلك   . 0

  . 𝑂𝐷𝐶  و المستوى  𝒮  نقطة مشتركة بٌن 𝑂 نستنتج أن  2  و  1 من 

  .𝑂 فً نقطة واحدة و هً النقطة  𝒮   مماس للفلكة  𝑂𝐷𝐶 : و بالتالً 

  :التمرٌن الثانً 

𝑎:  لدٌنا  = 2 − 2𝑖 إذن    : 𝑎 =  22 +  −2 2 =  8.   

ٌُكتَبُ على الشكل 𝑎ٌعنً أن الشكل المثلثً لـ     :𝑎 =  8𝑒𝑖𝜃.   

2:    لدٌنا إذن  − 2𝑖 =  2 cos 𝜃 + 𝑖 2 sin𝜃  

  :   ٌعنً 
2 cos𝜃 = 2

 2 sin𝜃 = −2
 :         ٌعنً  

cos 𝜃 =
 2

2

sin𝜃 = −
 2

2

   

 :  ٌعنً 
cos𝜃 = cos  

−𝜋

4
 

sin𝜃 = sin  
−𝜋

4
 

𝜃:      إذن   ≡
−𝜋

4
 2𝜋    

𝑎:  و بالتالً  =  8𝑒
−𝜋𝑖

4.   

𝑏:    و بنفس الطرٌقة لدٌنا  =
− 3

2
+

1

2
𝑖   

= 𝑏 :     إذن    
− 3

2
 

2

+  
1

2
 

2
= 1 

ٌُكتبُ على الشكل 𝑏إذن       :𝑏 = 𝑒𝑖𝜑 =
− 3

2
+

1

2
𝑖   

cos𝜑:     ٌعنً  + 𝑖 sin𝜑 =
− 3

2
+

1

2
𝑖   

 :   أي 
cos𝜑 =

− 3

2

sin𝜑 =
1

2

 :       أي  
cos𝜑 = −cos  

𝜋

6
 

sin𝜑 = sin  
𝜋

6
 

    

 :   أي 
cos𝜑 = cos  𝜋 −

𝜋

6
 

sin𝜑 = sin  𝜋 −
𝜋

6
 

 :      ٌعنً  
cos𝜑 = cos  

5𝜋

6
 

sin𝜑 = sin  
5𝜋

6
 

     

𝜑:      و منه  ≡
5𝜋

6
 2𝜋        ًو بالتال      :𝑏 = 𝑒

𝑖5𝜋

6 

 

= ℛ 𝑀:  ننطلق من الكتابة  𝑀′ 

′ℛ    :  𝑧حسب التعرٌف العقدي للدوران : إذن  − 0 = 𝑒𝑖
5𝜋

6  𝑧 − 0  

′𝑧:    ٌعنً  = 𝑒
𝑖5𝜋

6  𝑧 أي         :𝑧′ = 𝑏 𝑧     

= 𝑎𝑓𝑓 𝐴:    لدٌنا  𝑎 = 2 − 2𝑖 

𝑏:                    إذن  ∙ 𝑎𝑓𝑓 𝐴 = 𝑏 ∙ 𝑎 =  
− 3

2
+

1

2
𝑖  2 − 2𝑖  

,𝑑 Ω :    إذن   𝑂𝐶𝐷  =
 2 + 2 × 4 + 2 × 4 

 12 + 22 + 22
=

18

3
= 6 

ℛ𝑂 :     دوران معرف بما ٌلً ℛلدٌنا   
5𝜋

6
  ∶    𝒫     ⟼     𝒫                          

𝑀 𝑧     ⟼     𝑀′ 𝑧′ 
 

= − 3 + 𝑖 3 + 𝑖 + 1 

∧      𝑂𝐶:                                  و منه  𝑂𝐷       =  
2
−1
0
 ∧  

0
1
−1
  

=  
−1 1
0 −1

 𝑖 −  
2 0
0 −1

 𝑗 +  
2 0
−1 1

 𝑘   

= 𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘  =  1; 2; 2  

=  1 −  3 +  1 +  3 𝑖 = 𝑎𝑓𝑓 𝑐  

1 

1 

2 

 أ 3
 أ 2

 ب 2

 3 ج

 ب 3

𝐵 6,6,0   و  𝐴 −2,2,8   لدٌنا  

𝑂 𝜖  𝒮  

 ∗  

www.baclive.blogspot.com



 

  

 2009أجوبة امتحان الدورة  العادٌــــة   𝟖𝟔 :الصفحة  2013رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدٌن الفاتحً 

 

= 𝑎𝑓𝑓 𝐶:  نحصل إذن على ما ٌلً  𝑏 ∙ 𝑎𝑓𝑓 𝐴  

= ℛ 𝐴:   نستنتج أن  ∗ و حسب النتٌجة  𝐶.   

𝑐 :     ∗∗ لدٌنا حسب النتٌجة  = 𝑏𝑎 

≡ arg 𝑐:  إذن  arg 𝑏𝑎   2𝜋 .   

≡ arg 𝑐:   و منه  arg 𝑎 + arg 𝑏   2𝜋     

𝑎:  و لدٌنا  =  8𝑒
−𝜋

4
𝑖

≡ arg 𝑎:     ٌعنً 
−𝜋

4
  2𝜋     

= arg 𝑎:   أي 
−𝜋

4
+ 2𝑘𝜋  ;    𝑘𝜖℞     

𝑘لٌكن  . 𝑘نختار قٌمة عددٌة للعداد  =  . كمثال 1

نحصل على  
7𝜋

4
  .𝑎  عمدة للعدد العقدي 

𝑏:  و لدٌنا كذلك  = 𝑒
5𝜋𝑖

≡ arg 𝑏:     ٌعنً 6
5𝜋

6
 2𝜋    

= arg 𝑏:     أي 
5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋  ;   𝑘𝜖℞  

𝑘 لٌكن 𝑘نختار قٌمة من قٌم  = 0.  

إذن  
5𝜋

6
  .𝑏  عمدة للعدد العقدي 

 :  و بالتالً 
7𝜋

4
+

5𝜋

6
  𝑐  عمدة للعدد العقدي  

 :  أي 
31𝜋

12
  .𝑐  عمدة للعدد العقدي  

𝑘نستطٌع اختٌار  =   .𝑏 و 𝑎 لتحدٌد عمدة لـ 0

= arg 𝑎:    لدٌنا 
−𝜋

4
+ 2𝑘𝜋  ;    𝑘𝜖℞  

𝑘 إذن من أجل  =  نحصل على  0
−𝜋

4
  𝑎 عمدة العدد العقدي 

و لدٌنا كذلك  
5𝜋

6
  𝑏  عمدة للعدد العقدي 

 إذن  
5𝜋

6
−

𝜋

4
  𝑐  عمدة للعدد العقدي  

و بالتالً  
7𝜋

12
  .𝑐  عمدة للعدد العقدي 

  :التمرٌن الثالث 

ثلاث كرات من صندوق ٌحتوي  (فً آن واحد  )عندما نسحب عشوائٌا و آنٌا 

         .  نتٌجة ممكنة           كرة فإن هذه التجربة العشوائٌة تحتمل 12على 

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω:  ٌعنً  𝐶12
3 = 220                                       

 . هو كون امكانٌات هذه التجربة العشوائٌة Ωبحٌث 

 :   لدٌنا 

 كرة من ثلاثة ألوان 12عندما نسحب ثلاث كرات من صندوق ٌحتوي على 

ٌُحتمل أن نحصل على   :مختلفة فإنه 

  ثلاث كرات من نفس اللون. 

  كرتٌن من نفس اللون و الثالثة مخالفة لهما. 

  ثلاث كرات ألوانها مختلفة مثنى مثنى. 

                 الوارد فً التمرٌن ٌأخذ ثلاث قٌم مختلفة 𝑋إذن المتغٌر العشوائً 

= 𝑋 Ω:   إذن  . 3 أو 2 أو 1: و هً   1; 2; 3 .    

 :  المعرف بما ٌلً 𝑃𝑋 التطبٌق 𝑋ٌُقصد بقانون احتمال المتغٌر العشوائً 

𝑋 لدٌنا الحدث   =            هو الحصول على ثلاث كرات من لون واحد  1

 (ٌعنً من نفس اللون )

𝑝 𝑋 :    (1إذن حسب نتٌجة السؤال  = 1 = 𝑝 𝐴 =
3

44
 

𝑋 و لدٌنا كذلك الحدث   =   هو الحصول على ثلاث كرات من ثلاث  3

 .ألوان مختلفة 

𝑝 𝑋:    ٌعنً  = 3 = 𝑝 𝐵 =
3

11
 

𝑝 𝑋ٌكفً الآن تحدٌد   =  : و أقترح إنجاز ذلك بطرٌقتٌن مختلفتٌن   .  2

= 𝑝 𝐵 :   إذن 
3

11
 

𝑃𝑋  ∶    1; 2; 3     ⟼     0; 1                                                  

𝑘    ⟼    𝑃𝑋 𝑘 = 𝑝 𝑋 = 𝑘  
 

 

B 

R 
R 

R 

R 

R 
N 

N 

N 

N B 
B 

ثلاث 

كرات 

 حمراء

ثلاث 

كرات 

 سوداء

ثلاث 

كرات 

 بٌضاء
= 𝑝  + 𝑝  + 𝑝   

=
𝐶5

3

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
+

𝐶4
3

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
+

𝐶3
3

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

=
10

220
+

4

220
+

1

220
=

15

220
=

3

44
 

الحصول على 

ثلاث كرات من 

 نفس اللون
𝑝   = 𝑝   أو    أو    

ثلاث 

كرات 

 حمراء

ثلاث 

كرات 

 سوداء

ثلاث 

كرات 

 بٌضاء

الحصول على 

ثلاث كرات مختلفة 

 مثنى مثنى

الحصول على كرة 

حمراء و كرة سوداء 

 و كرة بٌضاء
𝑝   = 𝑝   

=
𝐶5

1 × 𝐶4
1 × 𝐶3

1

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
=

5 × 4 × 3

220
 

=
60

220
=

3

11
 

 :   و لدٌنا 

= 𝑝 𝐴 :إذن 
3

44
 

3 

1 

 أ 2

 ب 2

 ∗∗  

𝐶12
3  
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  : الطرٌقة الثانٌة

𝑝 𝑋:    نعلم أن  = 1 + 𝑝 𝑋 = 2 + 𝑝 𝑋 = 3 = 1 

𝑝 𝑋 = 2 = 1 − 𝑝 𝑋 = 1 − 𝑝 𝑋 = 3 = 1 −
3

44
−

3

11
=

29

44
 

 𝑃𝑋 هو التطبٌق 𝑋قانون احتمال المتغٌر العشوائً : و بالتالً 

 :المعرف بما ٌلً 

 : بما ٌلً 𝑋 للمتغٌر العشوائً  𝐸 𝑋و نحسب الأمل الرٌاضً 

  :التمرٌن الرابع 

𝑥لٌكن  ≠  :     لدٌنا  . 3−

 :و الهدف من هذا السؤال هو استعمال هذه النتٌجة فً السؤال الموالً 

𝐽:  و بالتالً  = −𝐼 أي     :𝐽 = 3 ln 2 − 1    

  :التمرٌن الخامس 

  .ℝ هً 𝑓و بالتالً مجموعة تعرٌف الدالة 

𝑒𝑥:  لدٌنا حسب ما سبق  > 𝑥𝜖ℝ  ; 𝑒𝑥∀    و   0 − 2 𝑒𝑥 + 2 > 0   

𝑃𝑋  ∶    1; 2; 3     ⟼     0; 1                                                  

1    ⟼    𝑃𝑋 1 = 𝑝 𝑋 = 1 =
3

44

2    ⟼    𝑃𝑋 2 = 𝑝 𝑋 = 2 =
29

44

3    ⟼    𝑃𝑋 3 = 𝑝 𝑋 = 3 =
3

11

 
 

1 −
3

𝑥 + 3
=
 𝑥 + 3 − 3

𝑥 + 3
=

𝑥

𝑥 + 3
 

𝑥∀  :    إذن  ≠ −3   ;    
𝑥

𝑥 + 3
 = 1 −

3

𝑥 + 3
 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :    إذن    
𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2

𝑒𝑥
> 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :ٌعنً    1 −
2

 𝑒𝑥
+

2

𝑒𝑥
> 0 

  : الطرٌقة الأولى

الحصول على 

كرتٌن من نفس 

اللون و الثالثة 

 من لون آخر

𝑝 𝑋 = 2 = 𝑝   

= 𝑝 
𝑅
𝑅
𝑁

   أو   
𝑅
𝑅
𝐵

    أو   
𝑁
𝑁
𝐵

    أو   
𝑁
𝑁
𝑅

   أو   
𝐵
𝐵
𝑅

   أو   
𝐵
𝐵
𝑁
  

=
𝐶5

2𝐶4
1 + 𝐶5

2𝐶3
1 + 𝐶4

2𝐶3
1 + 𝐶4

2𝐶5
1 + 𝐶3

2𝐶5
1 + 𝐶3

2𝐶4
1

220
 

=
40 + 30 + 18 + 30 + 15 + 12

220
=

145

220
=

29

44
 

𝐸 𝑋 =  𝑘 ∙ 𝑝 𝑋 = 𝑘 

𝑘=3

𝑘=1

 

= 1 × 𝑝 𝑋 = 1 + 2 × 𝑝 𝑋 = 2 + 3 × 𝑝 𝑋 = 3  

=  1 ×
3

44
 +  2 ×

29

44
 +  3 ×

3

11
  

=
3

44
+

58

44
+

9

11
=

97

44
 

𝐼 =   
𝑥

𝑥 + 3
 

−1

−2

𝑑𝑥 =   1 −
3

𝑥 + 3
 

−1

−2

𝑑𝑥 

=  1
−1

−2

𝑑𝑥 − 3  
1

𝑥 + 3
 

−1

−2

𝑑𝑥 

=  𝑥 −2
−1 − 3 ln 𝑥 + 3  −2

−1 

=  −1 + 2 − 3 ln 2 − ln 1 = 1 − 3 ln 2 

𝐽 =  1 
𝑢′

∙ ln 2𝑥 + 6        
𝑣

−1

−2

𝑑𝑥 =  𝑢𝑣 −2
−1 − 𝑢𝑣′

−1

−2

𝑑𝑥 

=  𝑥 ln 2𝑥 + 6  −2
−1 −  

2𝑥

2𝑥 + 6
 

−1

−2

𝑑𝑥 

= − ln 4 + 2 ln 2 −   
2𝑥

2 𝑥 + 3 
 

−1

−2

𝑑𝑥 

= − ln 4 + ln 4 −   
𝑥

𝑥 + 3
 

−1

−2

𝑑𝑥 

= −  
𝑥

𝑥 + 3
 

−1

−2

𝑑𝑥 = −𝐼 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

2 ln 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2  

= lim
𝑥→+∞

2 ln 𝑒𝑥  1 −
2

 𝑒𝑥
+

2

𝑒𝑥
   

= 2 ln   +∞  1 −
2

+∞
+

2

+∞
   

= 2 ln +∞ = +∞ 

lim :إذن 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

lim :      و لدٌنا كذلك 
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−∞

2 ln 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2  

= 2 ln 𝑒−∞ − 2 𝑒−∞ + 2  

= 2 ln 0 − 0 + 2 = 2 ln 2 = ln 4 

lim :   إذن 
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = ln 4 

𝑥𝜖ℝ  ; 𝑒𝑥∀ :    إذن  − 2 𝑒𝑥 + 2 =   𝑒𝑥 − 1 
2

+ 1 

𝑥𝜖ℝ  ;   𝑒𝑥∀ :    نلاحظ أن  − 1 
2
≥ 0 

𝑥𝜖ℝ  ;   𝑒𝑥∀ :    إذن  − 1 
2

+ 1 ≥ 1 

𝑥𝜖ℝ  ; 𝑒𝑥∀ :   و منه  − 2 𝑒𝑥 + 2 ≥ 1 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   إذن   2 ln 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2  𝜖 ℝ 

= 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2 

𝑥 𝜖 ℝ :    𝑒𝑥لٌكن  − 1 
2

+ 1 =   𝑒𝑥 
2
− 2 𝑒𝑥 + 1 + 1 

2 

1 

 أ 1
2 

 ب 1

I 

I 
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𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

𝑦هذه النتٌجة تُمكننا من أن نقول أن المستقٌم ذو المعادلة  = ln  مقارب 4

  .∞− بجوار           أفقً للمنحنى 

  .ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 

= 𝑓 𝑥: لدٌنا  2 ln 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2   

𝑒𝑥 نحدد فً البداٌة حل المعادلة   − 1 = 0.   

𝑒𝑥 :  لدٌنا  − 1 = 𝑒𝑥 :    ٌعنً 0 = 1   

𝑒𝑥: أي  = 𝑥:     و منه 1 = ln 1 = 0.   

𝑓بالرجوع إلى تعبٌر المشتقة  ′(𝑥) نلاحظ أن     : 

𝑓إشارة : إذن  ′(𝑥)  تتعلق فقط بإشارة   𝑒𝑥 − 1 .   

 : نلخص إذن النتائج فً الجدول التالً 

;∞−  تناقصٌة على المجال  𝑓إذن نلاحظ حسب هذا الجدول أن الدالة  0   

;0 و تزاٌدٌة على المجال   = 𝑓 0  و  ∞+ 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   إذن      𝑓(𝑥) ≥ 0  

= 𝑓 𝑥:    لدٌنا  . عددا حقٌقٌا 𝑥لٌكن  2 ln 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2  

 :     و لدٌنا كذلك 

 :   إذن 

 :  إذن 

      نستنتج أن المستقٌم ذو المعادلة 3  و  2  و  1 من النهاٌات 

𝑦 = 2𝑥 +   .∞+ بجوار             مقارب للمنحنى 0

  .ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  إذن    𝑒𝑥 − 3 𝑒𝑥 + 2 =   𝑒𝑥 − 1   𝑒𝑥 − 2  

𝑒𝑥 :  لنحل أولا المعادلة  − 2 = 𝑒𝑥 :    التً تصبح 0 = 2   

𝑒𝑥:  أي  = 𝑥:      ٌعنً 4 = ln 4 = 2 ln 2    

 :نحصل إذن على الجدول التالً 

𝑥إذا كان   = 𝑒𝑥   فإن  0 − 1 = 0.   

𝑥إذا كان   > 𝑒𝑥   فإن  0 − 1 > 0.   

𝑥إذا كان   < 𝑒𝑥   فإن  0 − 1 < 0.   

𝑥𝜖ℝ   ;  𝑓∀  :    إذن  ′(𝑥) =
2 𝑒𝑥  𝑒𝑥 − 1 

  𝑒𝑥 − 1 
2

+ 1
 

𝑓  :   و منه  ′ 0 =
2 𝑒0  𝑒0 − 1 

  𝑒0 − 1 
2

+ 1
= 0 

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;  
2 𝑒𝑥

  𝑒𝑥 − 1 
2

+ 1
> 0 

= 2 ln 𝑒𝑥  1 −
2

 𝑒𝑥
+

2

𝑒𝑥
   

= 2 ln 𝑒𝑥 + 2 ln  1 −
2

 𝑒𝑥
+

2

𝑒𝑥
  

= 2𝑥 + 2 ln  1 −
2

 𝑒𝑥
+

2

𝑒𝑥
  

;   𝑥𝜖ℝ∀  :      إذن    𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 2 ln  1 −
2

 𝑒𝑥
+

2

𝑒𝑥
  

𝐼    :  lim) 2)لدٌنا حسب السؤال 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 2 +

2

𝑥
ln  1 −

2

 𝑒𝑥
+

2

𝑒𝑥
   

= 2 +
2

∞
ln  1 −

2

∞
+

2

∞
  

= 2 + 0 × ln 1 = 2 + 0 × 0 = 2 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 2 

lim :      و لدٌنا كذلك 
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 2𝑥 = lim
𝑥→+∞

2 ln  1 −
2

 𝑒𝑥
+

2

𝑒𝑥
  

= 2 ln  1 −
2

∞
+

2

∞
  

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 2𝑥 = 0 

0 

0 

+∞ 

𝑓 

+ 

𝑓′(𝑥) 

0 

+∞ −∞ 

ln 4 

𝒙 

 𝑒𝑥 − 1 

0 + 

− 

− 

−∞ ln 4 0 +∞ 𝒙 

  𝑒𝑥 − 1   𝑒𝑥 − 2  

 

 𝑒𝑥 − 2 

 𝑒𝑥 − 1 0 

0 0 

0 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

− 

− 

− 

− 

𝑓 :    إذن  ′ 𝑥 =
2 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2 

′

 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2 
=

2  𝑒𝑥 −
2𝑒𝑥

2 𝑒𝑥
 

 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2 
 

=
2 𝑒𝑥 −  𝑒𝑥 

 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2 
=

2 𝑒𝑥  𝑒𝑥 − 1 

  𝑒𝑥 − 1 
2

+ 1
 

= 2 ln 1 − 0 + 0 = 2 ln 1 = 0 

  𝑒𝑥 − 1   𝑒𝑥 − 2 =   𝑒𝑥 
2
− 2 𝑒𝑥 −  𝑒𝑥 + 2 

= 𝑒𝑥 − 3 𝑒𝑥 + 2 

 3 ب

 أ 3

 أ 4

 4 ب

 I 5 أ

I 

I 

I 

I 
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                              : نلاحظ حسب الجدول السابق أن 

∀ 𝑥 𝜖  0; ln 4   ;     𝑒𝑥 − 1   𝑒𝑥 − 2 ≤ 0                      

;𝑥 𝜖  0 ∀:  إذن  ln 4   ;   𝑒𝑥 − 3 𝑒𝑥 + 2 ≤ 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀:   ٌعنً  ln 4   ;   𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 −  𝑒𝑥 + 2 ≤ 0  

;𝑥 𝜖  0 ∀:    ٌعنً  ln 4   ;   𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2 ≤  𝑒𝑥 

;𝑥 𝜖  0 ∀ :  (لدٌنا حسب السؤال ج ln 4   ;   𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2 ≤  𝑒𝑥  

;𝑥 𝜖  0 ∀:    ٌعنً  ln 4   ; ln 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2  ≤ ln  𝑒𝑥  

;𝑥 𝜖  0 ∀:    أي  ln 4   ; ln 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2  ≤
𝑥

2
 

;𝑥 𝜖  0 ∀:  و منه  ln 4    ;   2 ln 𝑒𝑥 − 2 𝑒𝑥 + 2  ≤ 𝑥 

;𝑥 𝜖  0 ∀:    ٌعنً  ln 4    ;   0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑥 

∶ 𝑃𝑛 :   لنبرهن بالترجع أن    ∀𝑛𝜖ℕ   ;   0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ ln 4 

0:  لدٌنا  < 1 < ln  . صحٌحة  𝑃0   إذن العبارة 4

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    نفترض أن    0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ ln 4 

𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛∀ :    إذن   𝜖  0; ln 4  

;   𝐼   :  ∀𝑛𝜖ℕ) 5) د)إذن حسب نتٌجة السوال    0 ≤ 𝑓 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ٌعنً    0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    و منه حسب الافتراض    0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ ln 4 

 . صحٌحة  𝑃𝑛+1 و هذا ٌعنً أن العبارة 

  :    حصلنا لحد الآن على ما ٌلً 
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                     
 𝑃𝑛 ⟹  𝑃𝑛+1   ;    ∀𝑛𝜖ℕ 

  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    إذن حسب مبدأ الترجع    0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ ln 4 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀  :     ∗ لدٌنا حسب النتٌجة  ≤ 𝑢𝑛 

 .  متتالٌة تناقصٌة 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ :  إذن 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    لدٌنا    0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ ln 4 

  .0  متتالٌة مصغورة بالعدد 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ إذن  

= 𝑓 ℓ:   تحقق ℓو بما أنها تناقصٌة فهً متقاربة و نهاٌتها  ℓ.   

2:  ٌعنً  ln 𝑒ℓ − 2 𝑒ℓ + 2 = ℓ   

𝑒ℓ:  ٌعنً  − 2 𝑒ℓ + 2 =  𝑒ℓ أي    :𝑒ℓ − 3 𝑒ℓ + 2 = 0   

𝑒ℓ  :     أي  − 1   𝑒ℓ − 2 = 0 

𝑒ℓ  :   و منه  − 2 = 𝑒ℓ    أو   0 − 1 = 0   

ℓ:  و منه  = ln ℓ  أو  4 = 0.   

ℓ:   متتالٌة تناقصٌة فإن 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ و بما أن   = 0.  

lim :   و بالتالً 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 0 
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6 
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